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I.
Fragwiirdige Ubersetzungen!

Definition des harmonischen und arithmetischen Mittels
in Platons Timaios 36al.
... 800 glvan REGOTNTUG,
TRV HEV TOVT® PEPEL TAV GKPOV COTOV DIEPEYOVGUV KOL DITEPEYOUEVNY,
TNV 08 16 PV KoT apLlOHOY vaeEpEYoveay, .16 08 VTEPSYOUEVNV.

(Calcidius, 0 < 4. Jhdt.)
Medietatum porro
altera quota parte limitis extimi praecellebat unum extimum limitem,
tota praecellebatur ab alio extimo limite,
altera pari summa et aequali ad numerum modo praecellebat et praecellebatur ab extimis.

(Franz Susemihl in: Platon's Werke, vierte Gruppe, sechstes und siebentes Bdndchen, Stuttgart 1856)
... zwel Mittelglieder ..., von denen das erste zum einen der dufleren Glieder im gleichen
Verhiltnis stand, in dem das zweite zum anderen der dulleren Glieder stand, das groBer war.

(Rudolf Rufener in: Platon Spdtdialoge. Bd. 11, S.215. Zirich 1969)

... zwel Arten von Mittelwerten ...: der eine von ithnen iibertraf die eine der beiden duBleren
Zahlen und wurde von der anderen uibertroffen, und zwar beide Male um den selben
Bruchteil, wihrend der andere sie um dieselbe Zahl iibertraf, beziehungsweise iibertroffen
wurde.

(Friedrich Schleiermacher et al.in: Platon Samtliche Werke. Bd. VIII, S. 253. Frankfurt am Main und Leipzig 1991)
... zwel Mittelglieder ...,von denen das eine um den gleichen Bruchteil der dufleren Glieder
das eine der letzteren uibertraf und von den anderen iibertroffen wurde, das andere aber um
eine gleiche Zahl.

(Jens Atzpodien in: Philosophischer Mythos und mathematische Metaphorik in Platons Timaios. Diss. S. 39. Bonn 1985)
..."das eine um den gleichen Bruchteil der Aullenglieder diese tibertriftt und von ihnen
tibertroffen wird, das andere dagegen von beiden um den gleichen arithmetischen Betrag
differiert"...

(Hans Giinter Zekl in: Platon Timaios. S. 43. Hamburg 1992)

... zwel Mittelgréflen ..., die eine davon 1st um das gleiche Verhiltnis grofier als der Eckwert,
wie sie kleiner ist als der andere, die andere iibertrifft ganzzahlig den einen Eckwert um so
viel, wie sie hinter dem anderen zuriickbleibt.

(Apelt, Otto in: Platon: Sdimtliche Dialoge. S. 53. Hamburg 1993)

... zwel Mittelglieder ..., von denen das erste das eine der dufleren Glieder in dem ndmlichen
Verhiltnis tiberragte, in welchem es hinter dem anderen zuriickblieb,

ndmlich um den gleichen Bruchteil jedes der beiden dufleren Glieder,

das zweite um die gleiche Zahl das eine Glied iiberragte und hinter dem anderen zuriickblieb.

(Apelt, Otto,a. a. O, S.155)

Anmerkung(en):

...; die harmonische Proportion ist diejenige, deren mittleres Glied das erste Glied um einen
so groflen Teil von diesem tbertrifft, als es selbst hinter dem dritten Glied zuriickbleibt; ...
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Definition nach Platons ,,Timaios*, 36al (4. Jhdt. < 0).

... 800 sivon psoodTNTOG,

TNV UEV TOVTD PEPEL TAY OKPOV GUTOY VAEPEYOVOUY KOL VITEPEYOUEVTY,

TNV 08 1o® pEv Kot aplipov vmepiyovoay, .16 08 VTEPEYOUEVIY.

... es sind zwei Medietéten, | a<M<b |

die eine, die mit dem demselben Teil der Grenzen selbst tGiberragt und tberragt wird,

M=H : H=a+ia und b=H+ib fiirein peN
P P

die andere, die mit Gleichem zahlmiBig einerseits tiberragt, mit Gleichem andererseits iiberragt wird.

M=A : A=a+n und b=A+n fireinn €N

Bemerkung: Keine der zuvor zitierten Ubersetzungen beachtet in angemessener
Weise Platons Verwendung von o0td¢ und 160G

derselbe
der gleiche, das gleiche |=,

idem
aequalis, aequalis

avTOG
160G, 160¢

Bei einer Betrachtung der Philosophie und Geschichte der Mathematik ist ein wesentlicher Gesichtspunkt die
Unterscheidung von Verhiiltnisidentitiiten (z. B. 12 : 8 =3 : 2) und Zahlengleichheiten (z. B. 12-9=9-06).

Lineares Modell zur algebraischen Ubersetzung von Platons Definition der
harmonischen und arithmetischen Mediet:it | Mitte(l)]

1 |
a+pa—H H+pb

| —t+—1

atq = A A+q

Zwei Beispiele:

Mmmks

oM® w1t =T
0o ——T 4>
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H = H(a,b) | harmonisches Mittel (in den Grenzen) von a und b

a+la=Hﬁ la=H—a
p p -
PEN . G| {(a+b)H=2ab} e at Lot LU o e, L
q 1 b b-H a H H b 11 1
H+—b=b “bh=h-H i+l
p p a p

A =A(ab)| arithmetisches Mittel (in den Grenzen) von a und b

a+q=A q=A-a —
o o {1EA a} o {a+b=24} o f{a-A=b-A} o {A:l(a+b)}
A+q=b q=b-A I b-A 2

H(2.6)| =3
2+%2=3 %2=3_2 233 111 1 1
= = 2_3-2 N3=2.(2. 1. r. 11 N S
1, o {6 6_3} o {(2+6)3=2-(2-6)} & {2 =3 6} & 43 1[14-1
3+—6=6 —6=6-3 20276
H(6,12)] =8
6+16=8
3 =3
g+ L12m12 Die meisten der oben angegebenen Gleichheiten (Aequalititen)
377 von Zahlen (Quantititen) (a="b) und Identitaten (Selbigkeiten)
von Zahlenverhéltnissen (Proportionen) (a:b = ¢:d) sind in der
Schrift . de institutuione arithmetica™ des Boethius (* um
AR26)| =4 480/485: T um 524/526) zu finden.
2+2=4
@ see
4+2=6
A(6,12)] =9
6+3=9
@ oo
9+43=12
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II. Ein textarithmetisches, zahlenpoetisches Glasperlenspiel
des Emi- bzw. Immigranten Suremun Somhtira aus Kastalien, Ortsteil Wirtsriick.

... zwel Arten von Mittelwerten (Medietéten):

der  cine mit demselben Teil ihrer Grenzen tiberragend und berragt,
2+5+3=
| MV HEV Eou’nc?g HUEPEL  TOV  OKPOV VTGOV | VIEPEYOLOAY KOl VrEPEYOUEVNY, | 10 Worter
2 9 12 2+9+12=
23 Silben
der andere mit Gleichem cinerseits zahlmaBig tiberragend, mit Gleichem andererseits tiberragt
2+5+3=
| mv  0¢ Ecscp HEV Kot aplOpov  vmepEyovcay, | 160 d¢  vmepeyopévny. | 10 Worter
2 12 9 2+12+9=
23 Silben
altera quota parte limitis extimi praccellebat unum extimum limitem, tota praecellebatur ab alio extimo limite, 9+6=1+8+6
altera pari summa et aecquali ad numerum modo praecellebat et praecellebatur ab extimis. 9+4=1+8+4
Worter

Bem.: Entsprechend der Verschiebung eines Kommas (,) von der zweiten (griech.) Zeile in die erste (lat.) Zeile
hat Calcidius Platons Satzbau vertauscht.

7 3 -
... OO lvOL pEGOTNTUGS,
TV HEV TAVTO PEPEL TOV AKPOV AVTAOV DAEPELOVGAV KAL DAEPEYOUEVI]Y,

10
|

1+2+3+4 =10
Tetraktys: 1, 2, 3,4

TI|V 0% 6@ PEV Kot aplipov vaepéyoveay, .I6@ 6 VasPeYonEvN Y.
| 10

7 J 3

Medietatum porro

alteralquota parte limitis extimi praecellebat unum extimum limitem, tota praecellebatur ab alio extimo limitel,

1 14

1 8 T 3 |15

altera pari summa et aequali ad numerum modo praecellebat et praecellebatur ab extimis.
4 I 7 | 2 |
1| 12 [

Tetraktys: 6, 8,9, 12
vollkommene Zahlen: 6=1+2+3 ; 28 =1+2+4+7+14
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11

ANICIT MANLIT TORQUATI SEVERINI
BOETII

DE INSTITUTIONE ARITHMETICA

LIBRI DUO

CAPITUUM 47
De armonica medietate eiusque proprietatibus
Seite 153, 14 — 154, 19

G. Friedlein. Verlag Teubner, Leipzig. 1867.
Mit formalsprachlicher Ubersetzung von O. Hamborg. 2021.
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Achtung! Mehrdeutigkeit von medietas: Proportion, Hélfte, Medietit;
ebenso proportio: Proportion, Proportionalitiat, Medietit.

Namgque in arithmetica proportione medius terminus eadem sua parte et minorem
praecedit et a maiore pracceditur, sed alia parte minoris, alia vero parte maioris.
Sit enim arithmetica dispositio II. II1. TIII. Ternarius igitur numerus binarium
tertia sua parte praecedit, id est uno, et a quaternario tertia sua parte pracceditur,
1d est uno. At vero ternarius non eadem parte minoris minorem vincit vel maioris
a maiore superatur.

Namque minorem, 1d est binartum, uno superat, id est ipsius medietate binarii, a
quaternario vero uno relinquitur, quae pars quaternarii quarta est.

Recte igitur dictum est, medium terminum in huiusmodi medietate eadem sui
parte et minorem vincere el a maiore superari, sed non eisdem partibus vel
minoris minorem transgredi vel maioris a maiore transcendi.

Contraric armonica medietas proportiones habet.

Namque non eadem parte sua medius terminus in hac proportione vel minorem
vincit vel a maiore superatur, sed eadem parte minoris minorem superat, qua
parte maioris a maiore superatur.

In hac enim dispositione armonica, quae est II. III. VI. ternarius binarium tertia
sui parte vincit, idem ternarius a senario tota sui quantitate superatur, id est
tribus, idemque ipse ternarius medietate minoris vincit minorem, 1d est uno, et
medietate maioris a maiore termino vincitur, 1d est tribus. Senarii enim medictas
ternarius est.

In geometrica vero medietate neque eisdem suis partibus medius vel vincit
minorem vel a maiore vincitur, neque eadem parte vel minoris minorem superat
vel maioris a maiore relinquitur, sed qua parte* sua medius terminus minorem
superat, cadem parte* sua maior terminus medium vincit, quod est ut medietas
atque extremitas acqualibus™ medietatem et extremitatem reliquam suis partibus™®
supervadant.

In hac enim dispositione, quae est IIII. VI. VIIIL. tertia sui parte medius senarius
quaternarium superat, 1d est duobus, et tertia sui parte rursus novenarius senarium
vincit, 1d est tribus.

Bem.: Fur Boethius sind die Grenzen a, b und die Medietiten A, H, G aus IN= {1, 2, }

* 7 qua parte ... eadem parte «—— aequalibus ... partibus
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Arithmetrische Medietiit

a<A<b z.B. 2<3<4
1 1 [ 1 1 1 [ 1
at—A=A at—a=A  24-3-3| |24—2=3
p m 3 2
EIpe[N- und = EIm,ne[N- und —~
1 1 1 1
A+—A=b m#n A+—b=b 3+4—3=4 3+—4=4
_ p | L n 3 4
Harmonische Medietiit
a<H<b z.B. 2<3<6
1 | [ 1 1 1 [ 1
a+—H=H a+—a=H 2+—3=3 2+—2=3
m p 3 2
dm,n 4 und - , dJpeN— und »
1 1 1 1
m#n [H+—H=5D H+—b=b 3+—-3=6 3+4—6=6
_ n ] i p 1 2
Geometrische Medietéit
a<G<b z.B.
Nicht A, nicht H, sondern. 4<6<9
_ ' 7 .
1 1 1 1
a+—G#G a+—a#G a+—6G=G 44+—-6=6
P p p 3
Vp € N oder , Vp €N+ oder dp € N
1 1 1 1
G+—G=#Db G+—b#b G+—b=>b 6+—9=9
. P p P 3
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Definition nach Boethius‘ ,,De institutione mathematica* (0 < S. Jhdt.).

Namgque in arithmetica proportione medius terminus eadem sua parte
et minorem praecedit et a maiore praeceditur,
sed alia parte minoris, alia vero parte maioris.

Contrarie armonica medietas proportiones habet.

Namque non eadem parte sua medius terminus in hac proportione
vel minorem vincit vel a maiore superatur,

sed eadem parte minoris minorem superat,

qua parte maioris a maiore superatur.

Denn in der arithmetischen VerhaltnismaBigkeit** tibertrifft der mittlere Term mit demselben Teil von ithm
sowohl den kleineren [ Term| als er auch vom gréBeren tibertroffen wird,
aber mit einem anderen Teil vom kleineren, mit einem in der Tat noch anderen Teil vom groferen.

1 1 1 1
[Al: A=a+—A und b=A+—Afiireinp ; aber: A=a+—a und b=A+—b fiirein m=#n
p p m n

Entgegengesetzt* hat das harmonische Mittel die Verhiltnisse.

Denn mit demselben Teil von ithm besiegt der mittlere Term in dieser VerhaltnismaBigkeit
weder den kleineren, noch wird er vom groBeren tiberragt,

sondern mit demselben Teil des kleineren [ Terms] tiberragt er den kleineren,

mit welchem Teil des groBeren er vom gréBeren tiberragt wird.

1 1 1 1
nicht [A] : H#a+—H oder b#H+—H fiirallep ; sondern H : H=a+—a, b=H+—b fiireinp
p p p P

Bem.: Bei Boethius sind A, H,a,b,p, m,n aus N= {1,2,---}
*H-a):(b-H)£1:1 ' **s Achtuno!* Seite 7
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Anmerkung 1

. 1
Das Zahlenverhdlnis H : a = a+—a :a = p+1:p

P

(p =12 proportio duplex ; p >12 proportio superparticularis)

wird von Boethius (0 < 5. Jhdt) in . de institutione arithmetica™ und duferst
ausfithrlich in ,,de institutione musica®™ behandelt. In der antiken Musik(theorie)
werden damit fir n=1, 2, 3 die Grundintervalle

2:1,
3:2 und
4. 3 Dbeschrieben.

Zur Veranschaulichung einer, wie Boethiuis sagt., perfekten Harmonie benutzt er
das Bild eines Wiirfels mit seinen Zahlen(verhaltnissen) 6, 8, 12:

Oktave = diapason
Quinte = diapente
Quarte = diatessaron

> 1> 1>

cybus 12 Kanten (latera) 12:6=2:1 Oktave
8  Ecken (anguli) 12:8=3:2 Quinte
6  Flachen (superficies) 8:6=4:3 Quarte

H(6, 12) = 8

Anmerkung 2

Die arithmetische, harmonische und geometrische Medictat M lasst sich
definieren durch

(b-M):(M-a)=Y:X fiir X,Ye{a,b,M}.

Daher ergeben sich dre1 weitere Moglichkeiten fiir Medietéten, die Boethius auch
beschreibt.
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Nebenbemerkung

zu Boethius® ,.De 1nst. arithm.“ 1, 1
..Proemium, in quo diviso mathematicae.”
Pro6mium, darin Unterteilung der Mathematik.

Nicht nur nach Boethius (und wie auch schon Platon sagte) ist die Arithmetik
notwendig fir das Studium der Geometrie, Musik(theorie) und Astronomie, die
zusammen den Lemstoff des sogenannten Quadrigiums bilden und den Weg zur
Philosophie und letzlich zur Theologie bereiten sollen.

multitudo magnitudo
Vielheit Grof3heit
;:i?lf:rd, Arithmetik Geometrie
?;;:Z%t’ Musik Astronomie
Quantitiit diskret kontinuierlich
Grofle 3,211+, L
<—— wunitas
Einheit

S.11
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Die 3344 ofDantiken Medietaten
Bo
ID Y <'/d M= b
Die 6/eo'chcmg(c”)
(b- V))<=Y(V\{":‘)>0
d.h. Pyo par'l-:’on Q [ '['a,i(f'n)
 ViW-A=YiX

T.0xY) =(M,M)
1I. (X,IY) = (bM), 7. (M)

341,37



Medretas (Pro L)ortloonalhla;;

r?i‘ metica ZH ]armonfca

@Conim r@

har mo nica?
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3eometncae 9 eo metvicyp




b 2.0
$=0©0 = @ @ Non—S 7

Boethius:'De enst w.‘az‘lonz

_avithmeticoR,

Dispositio decem medi

letatum

LIII. Disponamus 1g1tur cunctas medietates in
ordinem, ut, cuiusmodi omnes sint, facillime

possit intellegi.

Arithmetica
Geometrica
Armonica

prima [ II III
secundal II IIII
tertia  III IIIT VI

Contraria armonicae quarta III V VI

~ Contraria geometricae quinta I IIII V

Contraria geometricae sexta [ IIII VI

Inter IIII prima

Inter I1II secunda

Inter IIII tertia
Inter I1II quarta

septima VI VIII VIIII
octava VI VII VIIII

~nona IIIVI VII

decima III V VIII
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L (b-MX=Y(H-2)™
IE C{>-7M)a.=.a (M—a)

a.-l-b =M 413,3

HI ¢ b-4) Q—E(”"“)M
zdf)> = M(@tt) 23,6

_mb=a 9,
g] (‘;szz :‘-M(&/ b 3

&1 (ol =b(i=2) -
D(bMMA)‘Mzab 1,24

<A
_a(M&aa) z.—.—-z'"-"~ -
al o ).«MMf(“""ET_..p,W"
= b-a +\Ba%2b +b* lﬁls



IL. (6 M)X Y (b—o /
.| (b-a5X = Y(M—‘l;
d|(b-Me =a (b—a
: Mi=aa =M=
ﬁ.(b-a}a O-(M_.a_) SR
bezam => M=b
& | (b-#4)a=b (b-a)
2ba-h*=Ma >he ->I>a>l>

ey T @ v o - - v
- s ® w4,

| b—a)a 5M-a)
2]|( a 96

2ba-a=Mb
(l> -M) b ‘?(F-‘”)‘f’,

7 (¢ —a)b—a.(M-i)”' -
o (b{-ab +2= aM<ab > (b -a)<0

_'_‘




(b-u) x=Y(b-a) (é

(b-a) X =y (M—a)
(b~M) a =M ( b-2)

0l
| 0= MK -bM +a(b)
N =bt |2 g pud gS, 3

Altb-Sn=a-a)
a's M(Za-b)< l)(ZQ ’b) 4

=> a%-2ab 1'62 <0 =>[““l’)___.<0




|

| (b-M)b=M(b-a) &

B=Mm(b-0 6,43
b=2a = Yo’=M3a =>3U=%a
® -’-‘ﬂ-"}:% b2+ 2b-q =2bafath)

22> blarb) = 2a(2b-@)
Z=>Hpt—-3ab +2 a®

£=> 2b,,=3a #(Go% 2a°

-'--'~

=22l = q+a(2r-4) =270 ='7»1>
>m="5
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Analogie- bzw. Symmetriebetrachtungen
zum arithmetischen und harmonischen Mittel’

Den folgenden Ausfuhrungen liegt die Absicht zugrunde, das arithmetische und harmonische Mittel
unter dem Aspekt von Ahnlichkeit und Gleichwertigkeit darzustellen. In diesem Zusammenhang
werden daher Begriffe wie Analogie und Symmetrie zur Interpretation der Beziehungen zwischen den
beiden Mitteln im Vordergrund stehen. Auf eine im mathematischen Sinn prazise Definition dieser
Begriffe soll allerdings verzichtet werden.

Bei der ublichen Herleitung und Darstellung des bekannten geometrischen und algebraischen
Sachverhaltes wird das geometrische Mittel als ,verbindendes* drittes mit einbezogen.

Arithmetisches Mittel: A (a, b) = % (@a+b) = MX
1.
Geometrisches Mittel: G (a, b) = +fab = XY
Vs
Y Harmonisches Mittel: H(a,b) = 2-22_ = Xz
a+b
=_ = I Nach Definition, bzw. Konstruktion gilt:
a b

H: G = G: A und H<G <A

Grundlegend fur alle weiteren Betrachtungen ist die als formaler Ausdruck fur analoge und
symmetrische Korrespondenzen zu verstehende Symbolkette

L. X Y <— Y X
oder allgemein S G - o L <

Zusammen mit den beiden erwahnten Begriffen wird dieser formale Ausdruck offensichtlich auch
durch die Kommutativitat charakterisiert. Er stellt zunéchst nur ein allgemeines Zeichenschema dar,
das erst durch die Zuordnung zu definierten Symbolen eine Bedeutung erhalt. In den verschiedenen
und mehrdeutigen Zuordnungsmaoglichkeiten mag dann der vereinheitlichende Aspekt und Wert der
formalen Symbolkette gesehen werden. Konkrete geometrische und algebraische Fragestellungen
sollen dabei in den Hintergrund treten und vorwiegend der formale Aufbau und Zusammenhang der
mathematischen Ausdrucke des arithmetischen und harmonischen Mittels zur Diskussion stehen. In

dem angesprochenen Sinn fuhren Ahnlichkeit und Gleichwertigkeit, bzw. Analogie und Symmetrie auf
die Zuordnungen :

. v XY Z..s—..22YX ..

a) H < G < A
b) H e = G A
c) G: H = A G
d) H-A = G-G =A-H

" Der Pythagoreer Archytas von Tarent (428-365) verfasste eigens eine Arithmetica Universalis, die
auf den drei Grundannahmen des arithmetischen, geometrischen und harmonischen Mittels aufbaute,
um so auch mathematisch die Einheit von Arithmetik, Geometrie, Astronomie und Musik zu
begrunden. (Mainzer, Klaus: Geschichte der Geometrie (1980))

S.21



Die Ungleichung Il a) zeigt das geometrische Mittel eingeschlossen durch das harmonische und das

arithmetischen. Aufgrund dieser Eigenschaft 1ait sich das geometrische Mittel G (a, b) = «fab
zweier Zahlen a und b nach dem schon in der Antike bekannten lterationsverfahren” approximativ
bestimmen. Es steht sozusagen inmitten zweier immer enger werdender Grenzen, die sich aus den
beiden anderen Mitteln fortlaufend errechnen. Dagegen kann in 1l b), ¢) - besonders im Hinblick auf
die weiteren Ausfuhrungen - das Paar

ab
harmonisches Mittel H(a,b) = 2775
arithmetisches Mittel A (a,b) = %b

als im Vordergrund stehend angesehen werden, das seine Korrespondenz durch das verbindende
dritte Mittel G ( a, b ) erhélt. Dem entspricht die Konstruktion am Halbkreis und, anhand der
Gleichungen, die Berechnung von H (a, b ) aus A (a, b) uUber die Zwischenstufe G ( a, b ),
bzw. (G (a, b))?. Da von den beiden algebraischen Ausdrucken H (a, b)und A (a, b) der letztere
als einfacher und elementarer erscheint, kann man hier von einer gewissen formalen Asymmetrie
sprechen. Dem entspricht, dass die Konstruktion von A (a, b )aus H ( a, b ) umstandlicher sein
durfte als umgekehrt.

Der wesentliche Punkt der Symmetriebetrachtungen zum arithmetischen und harmonischen Mittel ist
nun der, dass man im Schema von Il weitere Zeilen hinzufigen kann, die einerseits das
geometrische Mittel nicht enthalten, aber es andererseits formal so ersetzt wird, dass eine direkte
Korrespondenz zu lll a - d besteht. Um den dadurch direkteren Bezug von A(a, b)und H(a, b)
herzustellen, werden anstelle der Proportionen von Zahlen, bzw. Produkte von Zahlen und ihren
Kehrwerten Kompositionen von Operationen betrachtet. [Im Folgenden werden die Begriffe
Operation, Operator als Synonyme fur Abbildungen (nach der gangigen mathematischen Definition)
verwendet. ]

IV. a) (Definition): Z(x,y) = X+y Summe
Ki(x) = :(— Ka(x,y) = <%;—> Kehrwert
idi(x) = x ; id2(x,¥) = (xX,V¥) Identitat
A(x) = (x,x) identische Verdoppelung
Vi(x) = < % l—) id. Verdoppelung des Kehrwertes

Mit der Schreibweise der Komposition von Operationen (Nacheinanderausfuhrung von Abbildungen)

fund g geman f(g(x)) = fog(x)
und der abkurzenden Operatorschreibweise fur fog(x) = h(x)
durch fog = h

erhalt man aus der Definition IV. a)
IV. b) (Folgerung) KioKi = idi ; K2oKz = id2
YoVoZoV =ids
AoKi = K20A =V = KaoVoKy
Bemerkung:

Aufgrund der Assoziativitéat der Komposition von Operationen, d.h. (fo g) o h =1 o (g o h), kénnen die
Klammern in den Operatorketten beliebig gesetzt und somit auch weggelassen werden.

" Archytas von Tarent (um 400 v.Chr.), ein Freund Platons
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Die Zerlegungvon H(a,b) und A(a, b)indie elementaren Operationen aus V. a) fuhrt zu:

Hia,p)= 28 =z (2 B -s(a(2p))- shf(2te)))

= Zo0AoKioX o K2 (a,b)

V. H = 20Ao0KioXZ o K

A(a,b)= &2 - K1<a.2|.b>:K1<2<a1b1a1b>>:K1<z<A<a1b>>>

= Ki(Z(A(Ki(a+b)))) = Ki(Z(A(Ki(Z(a,b)))))

= KioZ o A oKioZ (a,b)

VI. A = KioX o A oKioZ

Somit fuhren die Zerlegungen in elementare Bestandteile zu der Korrespondenz

VIl H=20AoKioZoKx <—> KioZoAoKioZ = A
Yo Ky <—> Kio0Y
X <— X

Durch Einsetzen von A 0 K1 = K2 0 A in die linke, bzw. rechte Seite von VII folgen zwei Darstellungen
der beiden Mittel, deren Symmetrie eine mathematisch und physikalisch aussagekréftige
Interpretation ermoglichen.

Vill.a ToKeoAoOZoK:s «<—> KioZoA oKioZ
XoAoX <—> X oA oX

Viil.b 20 AoKioZoKe «<— KioZoKioAoZ

o Ao X <—> X oAoZ

Die Umformung von VIl zu Vlll.a, bzw. VIII. b bedeutet einen Schritt zu hdherer Symmetrie in zwei
komplementar zueinander stehende Richtungen: Hohere Symmetrie der Teile zu Ungunsten des
Ganzen und héhere Symmetrie des Ganzen zu Ungunsten der Teile.

Zu Vlll.a: Hier erhalten die beiden Seiten selbst eine symmetrische Gestalt, unterscheiden sich
aber durch die Operationen X=Z 0Kz und X' =Ki0ZX.
Der Unterschied von X=X oKz und X =Kq0 X ist insofern sogar maximal, als er
ein grundsatzliches Verbot beim Rechnen mit (reellen) Zahlen darstellt.

S R | 1 . ’
oKy il y;ﬁ x_+y' KioZ, fur x,y # 0

Zu Vlll.b: Dagegen sind hier die beiden Seiten selbst nicht symmetrisch aufgebaut, aber aus
denselben Operationen spiegelsymmetrisch zueinander zusammengesetzt.
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Die Zerlegungen in Vlll.b stellen Ausdrucke dar, die direkt physikalisch interpretiert werden kénnen,

und zwar durch die Reihen- und Parallelschaltung zweier ohmscher Widerstande.

IX.a) R R | — Rr = Ri+Re
m _ RiR2 _

T Ri+R2
R |

Z(R1, R2)

El

KioZ o K2(R1,R2)

IX. b) —

— R R (R1+R2) (R1+Ra)

R = = R1+R2
— AT Ri+R) + (R + Rz2) 2

R4 I—Rz

= KioXZoKxoAoZ(R1y,Rz2)

m R1R2 R1 R2 R1R2

_ Ru = R1+R2+ R1+R2=2R1+R2

—{Re - R ]

= X0Ao0oKioZoK2(R1 R

Die Korrespondenz der beiden Mittel A =Ra und H = Rn laft sich also auch durch den Begriff der
Kommutativitat formal und anschaulich charakterisieren. In der oben angefuhrten physikalischen

Realisierung folgt aufgrund einer direkten sprachlichen Ubersetzung der Schaltbilder:

A = Ra = Parallelschaltung zweier gleicher Reihenschaltungen
Ki o Z o Kz A z
H = Rn = Reihenschaltung zweier gleicher Parallelschaltungen

z A Ki o Z o K2

Nun folgt der Schritt von der Korrespondenz

H <—> A
X «&—> X
zur Gleichung Y X = XY
bzw. XYy =YX.

Wegen AoKi = K2oA =V = K20V oK (lV. b) folgenaus z.B. VIl die Gleichungen

X. KioH = KioXZoKeoAoZoK:e = AoK:
a) KioH = KioX oKooV oKioZoKz= Ao K
b) KioH = KiroXZ oVo ZoK: = Ao K
c) HoKz2 = Y oVo X = Kio A
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Aufgrund dieser Darstellung des harmonischen und arithmetischen Mittels ergibt sich also eine
weitere Interpretation ihrer Korrespondenz. Sie sind aus derselben Operatorkette gebildet, wobei sie
jeweils als das Komplement der Kehrwertoperationen K1, bzw. K2 erscheinen.

Harm. Mittel

XL [X. b)] KioZoVoZ o Kz

Arithm. Mittel

Nun werden noch die beiden Mittel A und H in die Form einer Operatorgleichung gebracht, die
analog zur Gleichung H- A = G- G, aufgebaut ist.

Aus der Darstellungvon H und A in XI erhalt man wegen V = K2oVoKi, ZoVoZoV =id

HoVoA = (ZoVoIoK:)oVo(KioZoVoZX)
HoVoA = (ZoVoZo(K: oVo Ky)oZoVoZ
= ToVa Z =HoKz2=KioA [X c)]
Xll. kurzz |H O A = X o X X = ¥ = Reihenschaltung [IX. a)]

und entsprechend

AoVoH = (KioXoVoZX)oVo(ZoVoXoK2)
AoVoH = Kio(ZoVoXoV)o ZoVoZokK2
= KioXoV o ok [X. b)]
= (KioZoKz2)oVo (KioXZoKz) =AoK2=K1oH [X a)]
XH. kurzz |[A O H = X ax X = Ki0Z oKz = Parallelschaltung

[1X. b)]

Die Verknupfung O = o V o ist nur fur den trivialen Fall A = H kommutativ. (Nichtkommutativitat der
Komposition von Operationen, d.h., im Allgemeinen gilt fog = gof). Man erhalt also eine zu Ill. d)
analoge Korrespondenz.

XIV. HOA = XO X = KioA<—KioH = XOX = AOH

Zusammenfassende Darstellung von 11, X und XIV:

H < G = A
H: G = G : A
G : H = A G

H-A=G.-G<—>G-G=A-H

wWw X YZ.<—>.,.27YX..
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HoK: =KioA=HOA=XOX =< XOX=AOH=KioH=AoK2
KioH=Ki o X oVo ZoK=Ao K
HoKz= T oV X =K1 0 A

Der Kehrwert des harmonischen Mittels ist das arithmetrische Mittel der Kehrwerte.

Aufgrund und mit Hilfe der elementaren Operationen und ihrer Komposition kénnte man nun z.B. der
folgenden Verallgemeinerung nachgehen:

Es sei 2(X,y) = X+y
ersetzt durch die gewichtete Summe Zpq(X, ¥y) = px + qy.

Damit ergibt sich aus dem arithmetischen Mittel

A = KioXZ oVoZ
der Ausdruck Apg = Ki 0 Zpq 0OV 02Zpg .
pPX+ gy
Wegen Aoa(XY) = pTg

kommt man also zur Formel fur die Teilung einer Strecke der Lange ( b - a ) im Verhaltnis p . g fur
a=x <y=b.

Analog erhalt man Hpg = ZpqO V 0 Zpq0 K2
_ p*q,
Hpsq(x:y)_ py+qxxy

und schlie3lich als eine Verallgemeinerung des geometrischen Mittels

Gra = Apq-Hpg

’PX + qy
den Ausdruck G = |—X
en Ausdruc pa (X V) 5% L G Yy

Allgemeine Bemerkung:

Die vorgestellten Betrachtungen sind in erster Linie im Rahmen von Meditation und Mnemotechnik
hinsichtlich mathematischer Gegenstande anzusiedeln. So a3t sich auch der Anfang und das Ende
des Weges von den Fibonacci-Zahlen zur Gleichung des Goldenen Schnittes zusammenfassend als
Vertauschung von Indizes und Exponenten analog und symmetrisch darstellen.

ao, a1 beliebig, aber fest vorgegeben

dn+2 = dn+1+an

Sh+2 - Sh+1+sh

s=%.(1+J§)
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Darstellung an der Hyperbel xy =1

Arithmetrisches Mittel

a+b=2A
b- A=d=A-a

>

o |-

8 |t

=={lon

Harmonisches Mittel

(a+b)H =2ab

1
+- =2
2H

R = | it

R T
““T“H b

o |-

—_— -
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Darstellung an der Geraden

Alrithmetische Medietit

b-a
r=
a+b
| at+trA=A A+rA=b
| ¥ % +>
atha=A A A+kb=Db
b—a=h . k=b—a
2a 2b
H|armonische Medietiit
b-—a
r=
a+b
| atra=H H+rb=Db
| ’ ¢ +>
a+hH=H H+kH=b
b—a=h = k=b—a
2b - - 2a
Theorem: A —H =dr =aber cos & b
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