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aufdrangen.

Berlin, im Februar 2017



PVuythagoras

.. geht mit seiner Hypofenuse
und den beiden Kafhefen nach Krofon,



Verdoppelung eines Quadrats

VN

mit Hilfe des Bildes

\ a

C

Quadrat als Summe zweier Quadrate
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Bemerkung: Das erste Funfeck ist indirekt bei Platon zu finden und

das zweite direkt bei Leibniz zu sehen.



Was will Pythagoras hiermit sagen?

Bei Euklid ist mit
Vielem zu rechnen!



Zum Satz des Herrn Pythagoras
Geometrie — algebraische Bildbeschreibung
Arithmetik — anschauliche Zahlendarstellung

Geometrie (Flachengleichheit)
ara + b-b = C-

Arithmetik (Zahlengleichheit)
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Auf
einen Blick

unendlich viele verschiedene
pythagoreische Zahlen-Tripel ersichtlich
in einem Dreieckschema mit
vierfachen Dreieckszahlen als
elementare Bausteine

dargestellt
a,Cc ungerade ; b gerade ; k>1>0

a’ + b? = c?
2
4] + [Ja)] - [

(B} EB)] - [45-9)]- (8]

aa=a M

3:1 (4,5)
5:1 5.3 (12, 13) (8,17)

71 73 75 (24, 25) (20, 29) (12, 37)
9-1 9.3 . 9.5 9.7 (40, 41) (36, 45) . (28, 53) (16, 65)

a2/ 8(Zn)+1

ac,a € N ungerade, a=aea, b= %(a%-az), c= %(af +a2)

(n+1) =8(1+2+..4+n)+1
= Zj)+1=8bn +1) 9

2

Bemerkung:
Als sichtbare Bausteine dienen die Dreieckszahlen

I-Z‘,l 3-2) f;l 10-2| nn+ g,i



Ein abstraktes

Meditations- und Rechenschema

zu den
"Pythagoreischen Zahlentripeln"
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Zur Erkenntnis, Einsicht und Uberzeugung des
""Pythagoras"




also

Zu Euklid 1.47

Kathetensatz
Satz des Pythagoras

I.l41

I.l4

l. l41

deshalb

also

my 2 25 RS




Zum Begriff der Gleichheit und Identitat

Leibniz
Uber sich:

Et puer adhuc logicam versans animadverterat ultimam veritatum a ratione pendentium
analysin abire in haec duo: definitiones, et veritates identicas, solas necessariarum vere
primitivas ...

Als Knabe und noch bei der Beschéftigung mit der Logik hatte er wahrgenommen, dass die
letzte Analyse der von einer Begriindung abh&ngigen Wahrheiten auf folgende zwei Dinge
hinauslauft: Definitionen und identische Wahrheiten; ...

("Historia et origo calculi differentialis” LMG V, Kap. 31, S. 395.)
(http://www.hamborg-berlin.de/a_persona/interessen/Historia.pdf, S. 5)

Ein Beweis ?!

gleichseitiges,
rechtwinkliges
Viereck

& Quadrat
Def.

™~

Euklid |
AXiome
KOINAI ENNOIAI

1. Die dem Selben Gleichen sind auch einander gleich.
(Wie auch bei 3. und 7. ungenau bis falsch:
Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.)

of . Ta 16 a0t loa xal dAAAAoLg Eatly loa.

3. Und wenn von Gleichen Gleiche weggenommen werden, sind die Reste gleich.
(Wenn von Gleichem Gleiches weggenommen wird, sind die Reste gleich.)

Y. Kal éav ano towv loa dgatpedf), & xataleinoyevd eotiy toa.

7. Und die aufeinander passen, sind einander gleich.
(Was einander deckt, ist einander gleich.)

. Kal t& ggapuélovta én’ dAAnia loar aAAAAoLS €oTiv.

I
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http://www.hamborg-berlin.de/a_persona/interessen/Historia.pdf

Ein Bilderbuch' der Euklidischen Geometrie,
erganzt mit Schriftzeichen, die als Texte in den Sprachen
Altgriechisch, Latein und Algebra lesbar sind.

(Textquelle 1883:)

EUCLIDIS

ELEMENT A.

EDIDIT ET LATINE INTERPRETATUS EST

I. L. HEIBERG,

DR. PHIL,

UOL. L
LIBROS I—IV CONTINENS.

&

LIPSTAE
IN AEDIBUS B. 6. TEUBNERL

MDCCCLXXXIII,

! Runde Klammern () wurden von uns gesetzt.
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o l.

"Enti tii¢ d00giong ev0eiog menepacuévng In data recta terminata
Tplywvov looTAgvupov cvotioacal triangulum aequilaterum construere.
"Eoto 1 d00gica e00<io memepacuévn Sit data recta terminata
n AB. AB.

A B
Ag1 07| €mi ti)g AB €00¢iog oportet igitur in recta AB (terminata)
Tpiywvov icdnlevpov cuoticachor. triangulum aequilaterum construere.

A4 B
Kévtpm pev @ A draotnuott 6& @ AB kdKAog centro A et radio AB
veypapbm 6 BI'A, circulus describatur BT'A,

r
A A B
Kol TIAY KEVTpm pev 1® B daotiuatt 8¢ et rursus centro B radio autem
1@® BA xoKhog yeypaebw 0 ATE, BA circulus describatur ATE,
r
A B E
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Kai amo Tod ' onpueiov,
kaf' O Téuvovsty AAANAOVG

o1 k0KAo1, €ml T A, B onueia énelevybmoay

gvbeion ai I'A, I'B.

Kai énel 10 A onueiov

kévrpov €oti 100 ['AB xvKAovL,
ion éotiv ) Al t§} AB-

iy, énel 10 B onueiov
kévipov €oti 100 ['AE xOxAov,

ion éotiv 11 BI' 11} BA.

£0elyOn o€ xain I'A 11} AB ion-
exatépa dpa tdv I'A, I'B

1) AB gotiv on.

T 08 TG oVT® 1o

Kal aAAA01G €oTiv Toa-

kain A dpa 1) ['B €otiv ion:
kol Tpeig dpa ai 'A, AB, BI'
oot dAALaug eioty.

Todmhevpov Gpa éoti 10 ABI 1piymvov.

Kol cvvéotato €ml THg dobeiong
ev0elag menepacuévng g AB.

[Enti thig 000giong dpa gvbeiog memepacuévng
Tpiymvov icdmievpov cuvéctoton]:

Omep £del motfjoal.

etapuncto I,

in quo circuli inter se secant,
ad puncta A, B

ducantur rectae I'A, I'B.

lam quoniam punctam A
centrum est circuli I'’AB,
erit AI' = AB.

rursus guoniam B punctam
centrum est circuli 'AE,

est BI' = BA.

sed demonstratum est etiam ['A = AB.
quare utraque I'A, I'B

rectae AB aequalis est.

guae autem eidem aequalia sunt

etiam inter se aequalia sunt [x. &vv. 1].
itaque etiam ['A = I'B.

itaque I'A, AB, BI'

aequales sunt.

quare triangulus ABI aequilaterus est;
et in data
recta terminata AB constructus est .

guod oportebat fieri.
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[1pog T® 600vTL onueim

1) 600¢eion €vBeiq ionv

ev0eiay 0écban.

"Eoto 10 pév 600gv onueiov 1o A,

1 0¢ 000<ica evBeio 1 BT

r

A-B

Ol OM PpOG T A onueiw
) 000¢ion evbeiq 1) BI' ionv
gv0eiay Bcban.

"Enelevybm yap dmd 100 A onpeiov
émi 10 B onueiov ev0eia 11 AB,

r

II.

Ad datum punctum
datae rectae aequalem
rectam constituere.

sit datum punctum A,
data autem rectam BI.

I

B

. A

oportet igitur ad punctum A
datae rectae BI'aequalem
rectam constituere.

ducatur enim a puncto A
ad B punctum recta AB [ait. 1],

IN

B\A
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KOl GUVESTAT® €T’ AVTHC et in ea construatur

Tpiywvov icdmievpov 10 AAB, triangulus aequilaterus AAB [prop. I],
I A
! i
A
B
A ~ A
Kol EkPePAnocbmoav £’ €00sioc taig AA, AB et producantur in directum rectae AA, AB
evbeiar ot AE, BZ, ut fiant AE, BZ,
I
A A
B
A I
% Z 4
E E
Kol KEVIp® pev td B et centro B
dwotuott 8¢ T BI' radio autem BI"
KOKAOG YeypdpOw 6 THO, circulus describatur [ait. 2] THO,
I

o 4>

S

Z
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Koi Ay KEVTPp® @ A
Kol olotuatt T AH
KOKAOG Yeyphpbw 0 HKA.

"Enei odv 10 B onpgiov
kévipov €oti 100 'HO,

ion éotiv 11 BI' 1§} BH.

iy, émel 10 A onueiov
kévrpov €oti 100 KAH xidKhov,
ion €otiv 1 AA ) AH,

®v 1| AA 1] AB ion éotiv.
Aourtn) dpa 11 AA Lowrd) th) BH €otiv om.
£0etyOn o¢ xai 1 BI' tfi BH ion-
gxatépa dpa tdv AA, B

) BH éotiv Ton.

10, 0€ T® aVT® ioa

Kol aAANAOLS €oTiv 1o

kol AA dpa 1y BI' éotiv Ton.

[1pog Gpa. T® d0BEvTL onueim Td A
) 000cion evbeiq 1) BI 1o
ev0eia ketton 1) AA-

Omep £d¢l mottoai.

et rursus centro A
radio autem AH
circulus describatur HKA.

lam quoniam B punctum

centrum est (circuli) F'HO,

erit BI' = BH.

rursus quoniam A punctum
centrum est circuli KAH,

erit AA = AH,

quarum (partes) AA, AB aequales.
itaque AA = BH [«k. &wv. 3].

sed demonstratum est BI' = BH.
itaque utraque AA, BI'

(rectae) BH aequalis est.

verum quae eidem aequalia sunt,
etiam inter se aequalia sunt [k. &vv. 1].
ergo etiam AA =BI.

Ergo ad datum punctum A
datae rectae BI" aequalis
constituta est recta AA;
guod oportebat fieri.
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Y-

A¥o So0elo®V VBBV Aviocwv
amo tiig pet¢ovog tfj EéAdooovi lonv eVBETaY
APEAETV.

"Eotwoav ol 600gioal 500 VOTaL avicol al AB, T,

Vv pellwv éotw 1) AB-

v

A B

O€1 &1 amo Tij¢ peiovog tijg AB
) éAdooovi Tfj I lonv evBelav dpeAeiv.
KeloBw mpog t® A onpeio T I
gvBela lon 1 AA-
A

A* B

Kol KEVTPW HEV TO A
Staotnuatt 6 te AA
KUKAOG yeypa@bw 0 AEZ.

Kal émet to A onpeiov
kévtpov £otl ToD AEZ kUkAov,
{om €otiv 1 AE Ti] AA-
GAAd kain I i) AA €¢otw {om.
ekatepa apa twv AE, I i AA €otwv {om-
wote kain AE tfj T éotw {om.
r

A B
E

AVo dpa 500el0®V eVOeL®V Aviowv TV AB, T
amo tfig pei¢ovog tfig AB Tf) éAdoocovi tfj T {on
denpnrtain AE-

omep €8l oo AL

Il.

Datis duabus rectis inaequalibus
rectam minori aequalem a maiore
abscindere.

Sint duae datae rectae inaecquales AB, I',

quarum maior sit AB.
\[‘

B A

oportet igitur a maiore AB
minori " aequalem rectam abscindere.

constituatur ad A punctum rectae I’
aequalis AA [propr. 1],

A

AN

B A

et centro A
radio autem AA
describatur circulus AEZ [aiz. 2].

Et quoniam punctum A

centrum est circuli AEZ,

est AE = AA;

verum etiam I' = AA.

itaque utraque AE, T rectae AA aequalis est;
ergo etiam AE =T.

I

B A
E

Ergo datis duabus rectis in aequalibus AB, T
a maiore AB minori I" aequalis

abscisa est AE;

quod oportebat fieri.
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0.

‘Edav 0vo tpiymva tac 600 TAEvpag
[taic] dvoi mAevpaic ioog Eyn ekatépov
Ko TNV yoviav 1] yovig ionv &xm | EKOTEPQL
TNV V7O TOV I6mV e00e1®V TEPLEYOUEVTY,
Kai Vv Pacv tf) Paoet ionv e,
Kol TO TPiy@voV T@ TpLydve icov £6tal,
Kol ol Aoutol yovion Tailg Aouraic yovioig
ioot Eoovran Exatépa EKaTEPQ,
V' ¢ ai ioon TAgvpal VTTOTEIVOLOTV.

"Eotm 6vo tpiywva ta ABI, AEZ

TG 000 MAgvpag Tag AB, AT

TG dvoi mhevpaic toic AE, AZ

{oag &yovta Ekatépav EKATEPQ

Vv uev AB 1] AE v 6¢ AT 1) AZ

kai yoviav v vno BAI yovig 1§ vno EAZ fonv.
Aéyo, 6t ko Baoig 1) BIT Bacer 1] EZ Ton €otiy,
xai 10 ABI tpiyovov 1@ AEZ tprydve icov Eotan,
Kol ol Aourol yovion Tailg Aouraic ymviong
foot Eoovran Exatépa EKaTéPQ,

Q' ¢ ai Toon TAgvpai doteivovaty,

N pev vo ABIC 1) Vo AEZ,

1 0¢ Omo AI'B 1§} vmo AZE.

I B

V.

Si duo trianguli duo latera
duobus lateribus alterum alteri aequalia
et angulos rectis aequalibus | habent
comprehensos aequales,
etiam basim basi aequalem habebunt,
et triangulus triangulo aequalis erit,
et reliqui anguli reliquis
aequales alter alteri, ii scilicet,
sub quibus aequalia latera subtendunt.

Sint duo trianguli ABI", AEZ
duo latera AB, Al

duobus lateribus AE, AZ
aequalia habentes alterum alteri,
AB = AE et AT' = AZ,

et L BAI' = EAZ.

dico, etiam esse BI' = EZ

et A ABI' = AEZ,

et reliquos angulos reliquis,
alterum alteri, aequales,

sub quibus aequalia latera subtendant,

L ABI' = AEZ
et AI'B = AZE.

18



‘Epapuolopévov yap 100 ABI tprydvov émi
10 AEZ tpltymvov

xai T0gpévou Tod pév A onueiov éni 10 A onpgiov

TG 0¢ AB evBeiag €ni v AE,

Epapuodoet kail 10 B onueiov éni 10 E

510 10 Tonv etvan v AB 1] AE-

A

==

Epapuocaong on g AB émi v AE
gpapuooel Kai 1 Al evbeia €ni v AZ

816 10 Tomv elvan v vmd BAT yoviav tfj vno EAZ-

Ag A

B
E

= N

®ote koi 10 I onueiov émi 10 Z onueiov
dpapuocet d10 10 Tonv mahv givar v Al 1] AZ.

aAAQ v kol 10 B €l 10 E épnpuoxet:

dote Baocic | BI émi Baov v EZ gpapudost.

A A

Z B
r E

el yap tod pév B éni 10 E dpappocavroc tod 8¢ I'
EMi10 Z

1 BT Bdoig €ni v EZ ovk €papuodoet,

dvo gvbeian ywpiov meptEEovoty-

Omep 0TIV AOVVATOV.

gpapuodoet dpa 1 BI' Baoig €ni v EZ
Kal ion avtfi Eoton-

Nam si triangulum ABT triangulo
AEZ adplicuerimus

et punctum A in puncto A posuerimus,

rectam autem AB in AE,

etiam B punctum in E cadet,

quia AB = AE.

B E

adplicata iam AB rectae AE
etiam AT recta cum AZ congruet,

quia L BAT = EAZ.

BE

Z
A r

quare etiam punctum I' in Z punctum cadet,
quia rursus A" = AZ.

verum etiam B in E ceciderat;
quare basis BI" in basim EZ cadet.

B E

A
A

=N

nam, cum B in E, I" vero in

Z ceciderit,
si ita basis BI" cum EZ non congruet,
duae rectae spatium comprehendent;
quod fieri non potest [k. &vv. 9].

itaque basis BI' cum EZ congruet
et aequalis ei erit [k. &Evv. 7].
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®ote kai OAov 10 ABI tplywvov

émi Olov 10 AEZ 1piyovov €papuocet

Kai icov auTt®d &otal,

Kol ol Aoutol yovio €ml T0C Aoutig yoviog

Kol icot avtaig Ecovtal, £QUPUOGOVOL
N pev vwo ABIC t§} b0 AEZ
N 6& vo AI'B 11y oo AZE.
A A
Z B
r E

‘Eav dvo tpiymva tac 600 TAELpag
[taic] dvoi mAevpaic ioog Eyn ekatépov
Kol TNV yoviav tf) yovig ionv &m | EKoTEPQ
NV OO TOV IomVv 001V TEPIEYOUEVTY,
Kol v Pacty 1) Pdoel ionv &g,
Kol TO TPLyvov T@ Tpydve icov Eotal,
Kol ol Aoutol yovion Talg Aouraic ymvioig
iooun Ecovtan Ekatépa EKaTéPQ,
V@' a¢ ai Too Thevpai vVToTEivOLGTY:
Omep €€l deTEau.

quare etiam totus triangulus ABT"

cum toto triangulo AEZ congruet

et ei aequalis erit,

et reliqui anguli cum reliquis congruent
et aequales iis erunt,

L ABI'=AEZ

et AI'B = AZE.

B E

A Z
A r
Ergo si duo trianguli duo latera
duobus lateribus alterum alteri aequalia
et angulos rectis aequalibus | habent
comprehensos aequales,
etiam basim basi aequalem habebunt,
et triangulus triangulo aequalis erit,
et reliqui anguli reliquis
aequales alter altert, ii scilicet,
sub quibus aequalia latera subtendunt;
quod erat demonstrandum.
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PVuythagoras

Aha!
Gleiche Neigungen fihren zu
gleichen Inhalten und umgekehrt

.. Romm{ juriick von Krvofon,
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Euklid 1.48

wenn

J
[

folgt mit 1.47

-0

AN

und mit .8 folgt
dann

d-h
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zu Euklid 1.48

a )
wenn

:[ A E\ \<l 7 L

folgt mit 1.8
/ = / % \
also
Q ¢ Q O - O
und mit 1.47 folgt

dann

¢Q<>¢
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4 x 10 Sliben Der Lehrsatz, nach Pythagoras benannt, 7
_  Gilt heute, wie er galt zu seiner
2 X 4 Zeilen 27 + 22 = 49
Ein Opfer hat Pythagoras geweiht Worter
) Den Goéttern, die den Lichtstrahl ihm gesandt;
4x103ilben g 4hqten kund, geschiachtet und verbrannt,
Einhundert Ochsen seine Dankbarkeit.
Die Ochsen seit dem Tage, wenn sie wittern,
3 x 11 Silben DaB eine neue Wahrheit sich enthlle,
Erheben ein unendliches Gebirlille; 6 1
2 X 3 Zeilen 18 + 18 = 36
Pythagoras erfullt sie mit Entsetzen; Woérter 6
3 x 11 Silben Und machtlos, sich dem Licht zu widersetzen,
VerschlieBen sie die Augen und erzittern.
Textarithmetik — Zahlenpoetik
(2x4)2 + (2x 3)2 =102 10=4+6, 4x6 =24
R+H+2+3 =11 11=3+8, 3x8=24

Adelbert von Chamisso (1781 — 1838)

Die Wahrheit (1835)

Die Wahrheit, sie besteht in Ewigkeit,
Wenn erst die bldde Welt ihr Licht erkannt;

62 &
_\_‘b < *7
v/ 24
2X5
102

24



